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Resumen
Dualidad en teor´ıas de spin 2 masivo en dimensio´n 2+1
Dr. P´ıo J. Arias
Universidad Central de Venezuela
Se obtienen las ecuaciones que deben satisfacer los distintos campos que describen real-
izaciones del a´lgebra del grupo de Poincare´ en dimensio´n 2+1, con masa m y spin entero
(no cero). Para el caso de spin 2 se muestra que hay tres modelos posibles cuyas acciones
se pueden conectar por transformaciones de dualidad. Estas transformaciones incorporan
las invariancias de calibre que diferencian un modelo de otro. Se discute brevemmente la
relacio´n entre las funciones de particio´n de estos modelos
A P´ıo Jose´, Dafne y Zulay
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El estudio de teor´ıas vectoriales y tensoriales en dimensio´n 2+1 estuvo, inicialmente mo-
tivado por su conexio´n con el comportamiento de modelos, en 3+1 dimensiones, a altas
temperaturas [1]. Sin embargo, en el correr del tiempo la f´ısica en esta dimensio´n espacio-
temporal ha adquirido importancia propia dado que ha servido para aportar nuevas ideas
a la f´ısica en 3+1 dimensiones.
Es en esta dimensio´n donde se introduce el te´rmino de teori´ıas masivas topolo´gicas, las
cuales tienen la interesante propiedad de no explotar la invariancia de calibre [2]. Estos
modelos masivos tienen en comu´n que son sensibles a las transformaciones discretas de
inversio´n temporal y de paridad, en concordancia con las particularidades que deben tener
las representaciones del a´lgrebra del grupo de Poincare´ en esta dimensio´n.
Tambie´n es propio de la teor´ıa de campos en 2+1 dimensiones la aparicio´n de los
modelos masivos autoduales para teor´ıas con spin 1, 2, 3 y 4 [3, 4][5, 6][7]. En estos
modelos la ecuacio´n de movimiento relaciona al ”potencial” con la ”intensidad de campo”,
y corresponde a la realizacio´n que debe satisfacer el casimir P.J del grupo de Poincare´,
con P la realizacio´n del momentum lineal y J la realizacio´n de la parte de spin del dual
del momentum angular
Ψ =
1
ms
(P.J)Ψ, (1.1)
donde Ψ es un objeto que transforma linealmente bajo el grupo de Lorentz. Para s = 1, 2
la ecuacio´n (1.1) se escribe en componentes, respectivamente, como
aµ =
1
m
fµ(a), (1.2)
hTtµ
a
=
1
m
ωµ
a(hTt), (1.3)
donde fµ(a) = εµ
νλ∂νaλ corresponde al dual de la intensidad del campo de Maxwell
y ωµ
a(h) corresponde al dual de la conexio´n de spin sin torsio´n, linealizada (hTtµ
a
es
sime´trico, transverso y sin traza). E´stas ecuaciones pueden escribirse para otros objetos
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y corresponden a otras teor´ıas de spin 1 y 2 equivalentes a las autoduales, y que a su vez
gozan de tener invariancias de calibre adicionales. En el caso de s = 1 la ecuacio´n tambie´n
corresponde a una realizacio´n del a´lgebra de Poincare´ si tomamos como campo matriz al
dual del campo de Maxwell Fµν(a). La teor´ıa correspondiente es el modelo topolo´gico
masivo, para el cual se conoce bastante que bien que es dual a la teor´ıa masiva autodual
vectorial y resulta completamente equivalente si el espacio base es topolo´gicamente trivial.
Para la ecuacio´n autodual de spin 2, puede verse que e´sta tambie´n se realiza si en
lugar del hµ
a consideramos a la conexio´n de spin linealizada ωµ
a o al tensor de Einstein
Linealizado Gµ
a. En el primer caso corresponde al modelo intermedio [5] y en el segundo
la model topolo´gico masivo linealizado [2]. Estos tres modelos tienen el mismo espectro y
se ha visto que podemos a partir del modelo topolo´gico masivo hasta el autodual fijando
lasa simetr´ıas de calibre que posee el modelo original [8].
En este trabajo veremos que, tal como sucede en los modelos vectoriales, los modelos
de spin 2 estan conectados por transformaciones de dualidad que van incorporando las
invariancias de calibre que distinguen a un modelo de otro. En el Cap´ıtulo 2 haremos
una ra´pida introduccio´n al grupo de Poincare´ y sus representaciones, obteniendo as´ı de,
manera heur´ıstica, las ecuaciones de movimieto que deben cumplir las realizaciones ma-
sivas del a´lgebra para spin entero (no nulo). Luego en el Cap´ıtulo 3 veremos como es
la situacio´n entre los modelos vectoriales, como se conectan por dualidad y se asoman
algunos resultados concernientes a la realcio´n entre las funciones de particio´n de los mod-
elos considerados. En el Cap´ıtulo siguiente se repite el programa para los tres modelos de
spin 2.
Las notaciones y convenciones para las teor´ıas de spin 2 se dan en el Ape´ndice.
Cap´ıtulo 2
Ecuaciones de movimiento para
part´ıculas masivas con spin entero en
D = 2 + 1
En e´ste cap´ıtulo hacemos un pasaje ra´pido por el grupo de Poincare´ siguiendo lineamien-
tos convencionales [9]. Introduciendo las particularidades que surgen en dimensio´n 2 + 1
veremos de manera heur´ıstica cuales son las ecuaciones de movimiento movimiento que
deben cumplir las distintas representaciones del grupo con masa y spin entero general-
izando los resultados ya conocidos para spines bajos [10]. La presentacio´n no pretende
ser rigurosa, sino mas bien de una forma que se vea como aparecen las ecuaciones de
movimiento que deben satisfacer los campos que representan part´ıculas con masa y spin
entero. En los cap´ıtulos siguientes veremos que estas correspondera´n a distintos modelos
que estan conectados por transformaciones de dualidad en los casos de s = 1, 2.
2.1 El grupo de Poincare´ y sus generadores
El grupo de Poincare´, tambie´n llamado de Lorentz inhomoge´neo, esta´ corformado por las
transformaciones que dejan invariante el intervalo dxµdxµ.
La ley de transformacio´n es
xµ −→ x′µ = Λµνxν + cµ, (2.1)
con Λµν una matriz que preserva la me´trica de Minkowski (una matriz del grupo de Lorentz,
O(3, 1)) que satisface
ηµν = Λ
λ
µΛ
ρ
νηλρ, (2.2)
donde ηµν = diag(−1,+1,+1, ). cµ es un vector constante, que genera una traslacio´n en
el espacio tiempo.
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Si representamos los elementos del grupo de Poincare´ por (Λ, c), Λ la matriz de Lorentz
y c el vector de traslacio´n, el producto de dos elementos del grupo se representa por:
(Λ2, c2)(Λ1, c1) = (Λ2Λ1,Λ2c1 + c2). (2.3)
Al cuantizar, estas transformaciones estara´n representadas por operadores unitarios lin-
eales o antiunitarios antilineales de forma de preservar la probabilidad de transicio´n entre
estados [9]. As´ı
U(Λ, c) = U(I, c)U(Λ, 0),
≡ U(c)U(Λ). (2.4)
Si U(c) = e−icµP
µ
, con Pµ hermı´tico. Tendremos que
U(c
′
)U(c) = U(c+ c
′
), (2.5)
de donde
[Pµ,Pν ] = 0. (2.6)
Si tomamos U(Λ) = e
i
2
ωµνMµν , entonces de (2.3)
U(c′)U(Λ′)U(c)U(Λ) = U(c′)U(Λ′c′)U(Λ′)U(Λ),
o´
U(Λ′)U(c)U−1(Λ′) = U(Λ′c), (2.7)
de donde, al desarrollar las exponenciales, llegamos a que Pµ transforma como un vector
U(Λ)PµU−1(Λ) = (Λ−1)µνP
ν (2.8)
y adicionalmente, teniendo en cuenta que la transformacio´n es infinitesimal,i.e.
Λµν = δ
µ
ν + ω
µ
ν
i[Pα,Mµν ] = ηµαPν − ηναPµ. (2.9)
Finalmente, del hecho que U−1(Λ) = U(Λ−1), tendremos que
U(Λ′)U(Λ)U−1(Λ′) = U(Λ′ΛΛ′
−1
), (2.10)
de donde se obtiene las reglas de conmutacio´n del operador hermı´tico Mµν
i[Mµν ,Mρσ] = ηµρMνσ − ηνρMµσ − ηµσMνρ + ηνσMµρ. (2.11)
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EnD = 2+1, tenemos la particularidad de que comoMµν = −Mνµ podemos introducir
su dual
J
µ =
1
2
εµνλMνλ, (2.12)
y, entonces, las relaciones de conmutacio´n entre los generadores quedan como
i[Pµ,Pν ] = 0 (a),
i[Pµ, Jν ] = −εµνλPλ (b), (2.13)
i[Jµ, Jν ] = −εµνλJλ (c),
que se refiere como el a´lgebra entre los generadores del grupo de Poincare´. Es fa´cil ver
que J0 esta asociada a las rotaciones en el plano (U(R) = eiθJ
0
, para ωij = −εijθ) y Ji a
los “boost”.
Otra particularidad interesante deD = 2+1 es la consideracio´n de las transformaciones
discretas impropias. En el caso de la inversio´n temporal la transformacio´n es la usual
T
(x0, x1, x2) −→ (−x0, x1, x2), (2.14)
Sin embargo la inversio´n espacial (x0, x1, x2) −→ (x0,−x1,−x2) corresponde a una rotacio´n
de 180o, que es una transformacio´n propia, es decir detΛIE = +1. En esta dimensio´n la
transformacio´n que se refiere como paridad, es la transformacio´n impropia
P
(x0, x1, x2) −→ (x0,−x1, x2). (2.15)
Sean Pνµ y T
ν
µ la representacio´n matricial de las transformaciones de inversio´n temporal
y paridad Los operadores que las representan sera´n
T = U(T, 0) , P = U(P, 0). (2.16)
As´ı, para una transformacio´n (Λ, c) sucede que
PU(Λ, c)P−1 = U(PΛP−1,Pc) (a),
TU(Λ, c)T−1 = T (TΛT−1,Tc) (b), (2.17)
con U(Λ, c) = I− icµPµ + i2ωµνMµν + · · ·.
Desarrollando miembro a miembro en (2.17) obtenemos
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PiPµP−1 = iPµνP
ν , (a)
PiMµνP−1 = iPµαP
ν
βM
αβ , (b) (2.18)
T iPµT 1 = iTµνP
ν , (c)
T iMµνT−1 = iTµαT
ν
βM
αβ, (d)
donde se han dejado los i expl´ıcitos dado que no sabemos si los operadores P o T son uni-
tarios y lineales o antiunitarios y antilineales. Dado que P o ∼ H (la energ´ıa), si tomamos
µ = 0 en (2.18a) notamos que si supieramos que P es antiunitario y antilineal llegariamos
a una situacio´n f´ısicamente inaceptable. As´ı P es unitario y lineal. Ana´nalogamente
tomando µ = 0 en (2.18c), obtendremos que para tener una transformacio´n f´ısicamente
aceptable requerimos que T sea antiunitario y antilineal. Por tanto (2.18) se escribe como
PPµP−1 = PµνP
ν , (a)
PMµνP−1 = PµαP
ν
βM
αβ , (b) (2.19)
TPµT−1 = −TµνPν , (c)
TMµνT−1 = −TµαTνβMαβ , (d)
Para ver como transforman los Jµ notamos que bajo transformaciones de Lorentz la
densidad de Levi-Civita permanece invariante. As´ı en concordancia con el hecho de que
Mµν es un tensor antisime´trico Jα es una densidad vetorial de peso 1; y entonces
PJµP−1 = det(P)PµνJ
ν , (a)
TJµT−1 = −det(T)TµνJν . (b) (2.20)
Observamos, asi, que bajo paridad e inversio´n temporal sucede que
PJ0P−1 = −J0 , TJ0T−1 = −J0, (a)
PP0P−1 = P0 , TP0T−1 = P0. (b) (2.21)
Como J0 tiene que ver con las rotaciones alrededor de un eje imaginario perpendicular al
plano x1x2 con el sentido de rotacio´n positivo segu´n xˆ1 × xˆ2, observamos que al hacer la
reflexio´n x1 → −x1 este nuevo observador tiene el eje de rotacio´n positivo en el sentido
opuesto. En otra direccio´n al hacer la inversio´n temporal el nuevo observador ve a los
objetos rotar en sentido contrario. Estas dos afirmaciones estan expl´ıcitas en (2.21a). Las
transformaciones de P0 en (2.21b) son las que tienen sentido f´ısico tal como argumentamos
anteriormente.
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Finalmente, el objeto PµJ
µ se comporta como un pseudo escalar
TPµJ
µT−1 = det(T)PµJ
µ, (2.22)
PPµJ
µP−1 = det(P)PµJ
µ. (2.23)
E´ste tendra´ importancia en la seccio´n siguiente.
2.2 Casimires
Cuando estudiamos representaciones del grupo de Poincare´, nos interesa los casimires del
grupo, estos resultan ser naturalmente PµP
µ y PµJ
µ. Para una part´ıcula de masa m en
reposo estos tienen el valor [10][11]
PµP
µ = −m2 , PµJµ = −mJ0 ≡ +ms, (2.24)
donde diremos que s es el spin de la representacio´n. Dado su analog´ıa con el concepto de
helicidad, en algunos casos se le suele llamar “helicidad” de la representacio´n, quedando
claro que no corresponde a una exitacio´n sin masa como sucede en 3+1 dimensiones.
Finalmente notamos que, teniendo en cuenta (2.21), al hacer una transformacio´n discreta
de paridad cambia el valor de J0 de s a−s. Se afirma, entonces, que una teor´ıa que describa
una sola exitacio´n de masa m y spin s necesariamente sera´ sensible a las transformaciones
impropias. Estas representaciones son unidimensionales y satisfacen las condiciones de la
capa de masa
(PµP
µ −m2)|ψ〉 = 0 (a),
y la de “Pauli-Lubanski”
(PµJ
µ −ms)|ψ〉 = 0 (b). (2.25)
Cuando intentamos realizar alguna de estas representaciones, introducimos objetos
que transformen linealmente bajo el grupo de Lorentz homoge´neo y entonces los grados
de libertad adicionales se eliminan dando condiciones suplementarias adicionales.
Recalcamos, para concluir, que en 2+1 dimensiones una part´ıcula de spin s y masa
m tiene un so´lo grado de libertad [10] (a diferencia del mismo caso en 3+1 dimensiones,
donde tiene 2s+ 1 grados de libertad).
2.3 Realizaciones con s=1
Para una realizacio´n del grupo de Poincare´ con s=1, usamos como objeto a un campo
vectorial V µ. E´ste transforma linealmente bajo el grupo de Lorentz. Al operador Pµ lo
realizamos como
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(Pµ)
α
β = iδ
α
β∂µ (2.26)
y al operador Jµ como
(Jµ1)
α
β = −εµλρxλ(Pρ)αβ + iεαµβ (a),
≡ (Lµ)αβ + (jµ)αβ (b) (2.27)
donde (Lµ)αβ es la parte orbital usual. Pµ y Jµ1 satisfacen, al actuar sobre vectores, el
a´lgebra (2.13)
i[Pµ,Pν ]αβ = 0 (a),
i[Pµ, Jν1]
α
β = −εµνλ(Pλ)αβ (b), (2.28)
i[Jµ1 , J
ν
1]
α
β = −εµνλ(J1λ)αβ (c).
La condicio´n de Pauli-Lubanski se “lee” ahora como
[(PµJ
µ
1)−msI]αβV β = 0, (2.29)
(con s = ±1). En componentes
(−εαµβ∂µ −msδαβ)V β = 0, (2.30)
de donde surgen las condiciones suplementarias ∂µV
µ = 0 y el v´ınculo
V 0 = − 1
ms
εij∂iVj deja´ndonos con un solo grado de libertad. Teniendo en cuenta la
transversalidad de V µ obtendremos que
[−PµJµ1 −msI][PνJµ1 −msI]αβV β = 0, (2.31)
que nos lleva a la condicio´n de la capa de masa
(−✷+m2)V α = 0 (2.32)
tanto para s = +1 o´ −1.
2.4 Realizaciones con s = 2
Para s = 2, el objeto que usaremos es un tensor hµν sime´trico. El operador (J
µ
2 )ρσ
αβ
es
ahora
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(Jµ2)αβ
γσ
= −iεµλρxλ(Is)αβγσ∂µ +
+
i
2
(δγαεβ
µσ + δγβεα
µσ ++δσαεβ
µγ + δσβεα
µγ), (2.33)
≡ −εµλρxλ(Pµ)αβγσ + (jµ)αβγσ, (2.34)
donde (Is)αβ
γσ = 1
2
(δγαδ
σ
β + δ
σ
αδ
γ
β) y el primer te´rmino es la parte orbital. Es inmediato
comprobar que actuando sobre tensores sime´tricos de segundo orden estos operadores
satisfacen el a´lgebra del grupo de Poincare´.
i[Pµ,Pν ]αβ
ρσ = 0 (a),
i[Pµ, Jν2]αβ
ρσ = −εµνλ(Pλ)αβρσ (b), (2.35)
i[Jµ2 , J
ν
2]αβ
ρσ
= −εµνλ(J2λ)αβρσ (c),
La condicio´n de Pauli-Lubanski es ahora
[(PµJ
µ
2 )−msI]αβρσhρσ = 0, (2.36)
con s = ±2.
Las condiciones suplementarias que impondremos son, adema´s de la simetr´ıa, que el
tensor sea transverso y sin traza
∂µhµν = 0 , η
µνhµν = 0. (2.37)
As´ı, la ecuacio´n (2.36) en componentes es
− 2εαµσ∂µhTtσβ −mshTtαβ = 0, (2.38)
donde hTtαβ denota a un tensor sime´trico, transverso y sin traza. E´ste tiene dos componentes
independientes y puede verse que de e´stas so´lo se propaga una de ellas en (2.38).
Finalmente la condicio´n de la capa de masa se obtiene si procedemos al igual que en
(2.31). En componentes
(−2εαµθ1δθ2β ∂µ −msδθ1α δθ2β )(2εθ1νρδσθ2∂ν −msδρθ1δσθ2)hTtρσ = 4(−✷+m2)hTtρβ (2.39)
para s = ±2.
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2.5 Realizaciones con s = n, con n entero
Los resultados de la seccio´n anterior pueden generalizarse para s = n entero . El objeto
fundamental sera´ un tensor de orden n sime´trico hµ1µ2···µn , al cual imponemos que sea
transverso y sin traza en un par de ı´ndices
∂µhµµ1µ2···µn−1 = 0, η
µνhµνµ1µ2···µn−2 = 0. (2.40)
Como un tensor sime´trico de orden n tiene (n+1)(n+2)
2
se obtiene, teniendo en cuenta las
condiciones subsidiarias, que el nu´mero de componentes independientes es
(n+ 1)(n+ 2)
2
− n(n+ 1)
2
− (n− 1)n
2
= 2
.
El operador asociado al momento angular (Jµn)σ1σ2···σn
ρ1ρ2···ρn se generaliza como
(Jµn)σ1σ2···σn
ρ1ρ2···ρn = −iεµλνxλ(Is)σ1σ2···σnρ1ρ2···ρn∂ν + · · ·
+
i
n!(n− 1)!ε(σ1
µ(ρ1δρ2σ2 · · · δρn)σn),
≡ −εµλνxλ(Pν)σ1σ2···σnρ1ρ2···ρn + (jµ)σ1σ2···σnρ1ρ2···ρn , (2.41)
con (Is)σ1σ2···σn
ρ1ρ2···ρn = 1
n!
δ
ρ1
(σ1
δρ2σ2 · · · δρnσn), donde (µ1µ2 · · ·µn) significa simetrizacio´n en
los n ı´ndices. El primer te´rmino en (2.41) es la parte orbital, en analog´ıa con los casos
vistos. Se comprueba que actuando sobre tensores sime´tricos de orden n estos operadores
satisfacen el a´lgebra del grupo de Poincare´.
Lo que sigue es la genaralizacio´n de la condicio´n de Pauli-Lubanski que es ahora
[(PµJ
µ
n)−msI]σ1σ2···σn
ρ1ρ2···ρnhρ1ρ2···ρn = 0, (2.42)
con s = ±n. Teniendo en cuenta las propiedades y condiciones subsidiarias de hρ1ρ2···ρn,
e´sta ecuacio´n queda en componentes como
− nερ1µσ∂µhTtσρ2ρ3···ρn −mshTtρ1ρ2···ρn = 0, (2.43)
La condicio´n de la capa de masa (−✷ +m2)hTtρ1ρ2···ρn = 0 se obtiene directamente de
forma ana´loga a los casos de spin 1 y 2. Para ver que finalmente se propaga una sola
excitacio´n notamos que hTtρ1ρ2···ρn se descompone en dos partes irreducibles
hTt(±)ρ1ρ2···ρn =
1
2
(
hTtρ1ρ2···ρn ∓ ερ1µσ
∂µ
✷
1
2
hTtσρ2ρ3···ρn
)
, (2.44)
con lo que (2.43) queda como (s = n)
(✷
1
2 −m)hTt(+)ρ1ρ2···ρn + (✷
1
2 +m)hTt(−)ρ1ρ2···ρn = 0, (2.45)
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de donde observamos que en la capa de masa solo una de las partes se propaga.
Para finalizar este cap´ıtulo sen˜alamos que, aunque en este trabajo nos abocaremos
a teor´ıas de spines 1 y 2, hay estudios realizados con distintos modelos que constituyen
realizaciones para s = 3, 4, · · · [7][12].
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Ecuaciones de movimiento para part´ıculas masivas con spin
entero en D = 2 + 1
Cap´ıtulo 3
Dualidad para teor´ıas con spin 1
En este cap´ıtulo mostraremos que dos realizaciones posibles con s = 1, estan conectadas
por una transformacio´n de dualidad. Los modelos difieren en las simetr´ıas de calibre
que tiene cada uno, pudiendo conectarlos igualmente fijando el calibre en uno de los
modelos. El proceso de dualidad que seguiremos y que luego generalizaremos a spin 2
esta´ desarrollado en la referencia [13].
A nivel de las funciones de particio´n se vera´ que e´stas difieren en un factor topolo´gico
el cual es sensible a la topolog´ıa de la variedad base.
En la discusio´n tambie´n veremos que, as´ı como se sabe que las acciones de los mod-
elos, que describen part´ıculas masivas con un spin dado, deben ser sensibles a paridad e
inversio´n temporal, puede mostrarse que el modelo de Proca se desacopla en dos modelos
que corresponden a exitaciones masivas con spines opuestos, cuya presencia es necesaria
para tener un modelo invariante bajo estas transformaciones discretas.
Este cap´ıtulo servira´ de base para la discusio´n del cap´ıtulo siguiente donde trataremos
la dualidad entre modelos de spin 2.
3.1 Los modelos como realizaciones del a´lgebra de
Poincare´
Para la descripcio´n de una teor´ıa masiva con spin 1, tomamos como objeto a un campo
vectorial V µ. Tal como discutimos en el cap´ıtulo anterior a condicio´n de Pauli-Lubanski
se escribe en componentes como
(−εαµβ ∂µ −msδαβ )V β = 0, (3.1)
de donde ocurre que ∂µV
µ = 0. La teor´ıa que tiene a (3.1) como ecuacio´n de movimiento
corresponde al modelo actual (SD) [3][4]
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SSD = −ms
2
∫
d3x(Vµε
µνλ∂νVλ +msVµV
µ), (3.2)
con s = ±1. Puede verse que los generadores asociados a la invariancia de la teor´ıa
por el grupo ISO(2, 1) satisfacen el a´lgebra de e´ste grupo y que el spin es efectivamente
s(+1 o´− 1) [15][16].
En 2 + 1 dimensiones, un vector es el dual de un tensor antisime´trico, digamos Fµν .
As´ı la ecuacio´n (3.1) se escribe igualmente como
(εαµβ ∂µ −msδαβ )(
1
2
εβρσFρσ) = 0. (3.3)
La condicio´n ∂µV
µ = 0 es ahora
εµνλ∂µFνλ = 0. (3.4)
cuya solucio´n local es Fµν(a) = ∂µaν − ∂νaµ. Resulta que (3.4) es justamente la identidad
de Bianchi que satisface el tensor de Maxwell, Fµν , en dimensio´n 2+1.
As´ı (3.3) y (3.4) se juntan en una sola ecuacio´n como
(εαµβ∂µ −msδαβ )fβ(a) = 0, (3.5)
con fµ(a) = 1
2
εµνλFνλ(a). Estas son la ecuaciones de movimiento del modelo Topolo´gico
Masivo (TM) [2] cuya accio´n es
STM =
∫
d3x(−1
4
Fµν(a)F
µν(a) +
ms
2
aµε
µνλ∂νaλ, (a)
=
1
2
∫
d3x(fµ(a)f
µ(a) +msaµf
µ(a)), (b) (3.6)
donde s = ±1. Es importante recalcar que si empezaramos con la accio´n autodual con
V µ = 1
2
εµνλFνλ(a), las ecuaciones de movimiento seran igualmente equivalentes a las del
modelo TM a nivel local.
Las ecuaciones (3.6) son invariantes bajo las transformaciones de calibre δaµ = ∂µλ.
La componente 0 de (3.5) es la ley de Gauss modificada, que luego en el procedimiento
Hamiltoniano pasa a ser el generador de las transformaciones de calibre de los ai, siendo
a0 el multiplicador de Lagrange asociado. Una vez fijado el calibre nos quedara´ un so´lo
grado de libertad, como debe de ser.
La teor´ıa TM es tambie´n una teor´ıa covariante bajo el grupo ISO(2, 1) y tiene spin
s(+1 o´− 1) [2].
Tal como vimos en el cap´ıtulo anterior la condicio´n de Pauli-Lubanski es sensible a
paridad e inversio´n temporal. Tanto el modelo SD como el TM poseen esta caracter´ıstica
si consideramos transformaciones discretas P y T. Bajo estas transformaciones sucede que
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Pa0(x)P
−1 = a0(xP ),
Pa1(x)P
−1 = −a1(xP ), (a)
Pa2(x)P
−1 = a2(xP ),
(3.7)
Ta0(x)T
−1 = a0(xT ),
Tai(x)T
−1 = −ai(xT ), (b)
con
x
µ
P = (x
0,−x′, x2),
x
µ
T = (−x0, xi), (c)
igualmente sucede con Vµ(x) en el modelo autodual. En ambos casos el te´rmino de
Cheen-Simons (CS) aµε
µνλ∂νaλ (o´ Vµε
µνλ∂νVλ) cambia de signo. As´ı una transformacio´n
combinada PT deja invariante a e´ste te´rmino. Tenemos que los modelos SD y, TM son
sensibles a paridad e inversio´n temporal. El spin de las exitaciones en el modelo SD y TM
es s = m
|m|
[2][17][15][16], as´ı al cambiar del signo del te´rmino de CS sencillamente cambia
el spin de la exitacio´n, por tanto las transformaciones impropias nos llevan a un modelo
de igual tipo pero con spin opuesto.
Una diferencia notoria de caracter topolo´gico entre los modelos TM y SD es que
en la ecuacio´n (3.1) del modelo SD las u´nicas soluciones correspondientes a Fµν(V ) =
0 son las triviales (Vµ = 0), en cambio para la TM en (3.5) las soluciones triviales
y no triviales estan expl´ıcitamente inclu´ıdas. Tenemos, por tanto, que el espacio de
soluciones de ambos modelos son diferentes y difieren al menos en un sector asociado con
las soluciones no triviales de Fµν = 0 el cual esta´ ı´ntimamente relacionado con el primer
grupo de cohomolog´ıa de la variedad base. E´ste espacio es precisamente el espacio de
soluciones del modelo de Chern-Simons puro [19, 20].
Si queremos una teor´ıa que preserve P y T debemos tener presente dos exitaciones con
spines opuestos (e igual masa). E´ste es el caso del modelo de Proca
SP =
∫
d3x(−1
4
FµνF
µν − m
2
2
aµa
µ), (3.8)
el cual puede verse que es invariante bajo estas transformaciones discretas. Para corro-
borar la afirmacio´n hecha, reescribimos la accio´n (3.8) a primer orden
S¯P =
∫
d3x(εµνλbµ∂νaλ − 1
2
bµb
µ − m
2
2
aµa
µ), (3.9)
donde bµ es un pseudo-vector para mantener la invariancia bajo P y T en la accio´n (3.9).
Haciendo variaciones respecto a bµ obtenemos bµ = fµ(a) que al sustituir en S¯P nos lleva
a (3.8). Si hacemos el cambio
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aµ =
1√
2
(a1µ + a2µ), (a)
bµ =
m√
2
(a1µ − a2µ), (b) (3.10)
y sustituimos en (3.9) obtendremos, eliminando las contribuciones de borde
S¯P
∣∣∣
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= −1
2
∫
d3x[−εµνλa1µ∂νa1λ +ma1µaµ1 +
+εµνλa2µ∂νa2λ +ma2µa
µ
2 ], (3.11)
que corresponde a dos modelos SD desacoplados. Uno con s = −1 (el de a1µ) y otro con
s = +1 (el de a2µ).
Las transformaciones P y T las definimos ahora de forma que incluyan un intercambio
de los campos a1µ y a2µ. As´ı el cara´cter pseudo-tensorial de bµ aparece y (3.11) queda
invariante. En el cap´ıtulo siguiente cuando veamos las teor´ıas con s = 2 veremos que esta
situacio´n reaparece con el modelo de Einstein-Fierz-Pauli.
Pasamos ahora a conectar los modelos SD y TM por dualidad.
3.2 Dualidad entre los modelos SD y TM
El esquema de dualidad que utilizaremos es el siguiente [13] [14]: partiendo de la teor´ıa
SD con un campo vectorial aµ, introducimos un acoplamiento de la teor´ıa original con otro
campo vectorial Aµ el cual forzamos a que corresponda a una conexio´n plana (Fµν(A) = 0)
por la v´ıa de un multiplicador de Lagrange Bµ. La teor´ıa acoplada con aµ, Aµ y Bµ es
equivalente localmente al modelo SD. . La teor´ıa dual correspondera´ a la teor´ıa resultante
luego de eliminar a aµ y Aµ usando las ecuaciones de movimiento. Este proceso de
eliminacio´n es equivalente al que hicie´ramos en la integral funcional.
Empezamos, as´ı con el modelo autodual
SSD = −m
2
∫
d3x[εµνλaµ∂νaλ +maµa
µ]. (3.12)
En variedades triviales el primer te´rmino de esta accio´n es equivalente a otro escrito de
la forma εµνλ(aµ + Aµ)∂ν(aλ + Aλ) si el campo auxiliar Aµ le es impuesta la condicio´n
Fµν(A) = 0. En variedades no triviales no tiene porque ser as´ı y por esta v´ıa a las
propiedades topolo´gicas no triviales pueden ser introducidas dentro de la formulacio´n.
El modelo acoplado sera´
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S˜SD = −m
2
∫
d3x[εµνλ(aµ + Aµ)∂ν(aλ + Aλ) + (3.13)
+maµa
µ + 2Bµε
µνλ∂νAλ],
donde el campo Bµ aparece como un multiplicador que forza a Aµ a ser una conexio´n
plana (εµνλ∂λAλ = 0).
Las ecuaciones de movimiento del modelo S˜SD, al hacer variaciones independientes en
los campos, son:
−m2aµ −mεµνλ∂ν(aλ + Aλ) = 0 (a)
εµνλ∂ν(aλ + Aλ +Bλ) = 0 (b) (3.14)
εµνλ∂νAλ = 0 (c)
las cuales son invariantes bajo las transformaciones de calibre
δAµ = ∂µΛ1 δBµ = ∂µΛ2. (3.15)
La invariancia de calibre asociado a Aµ y la ecuacio´n (3.14c) permiten, localmente, elim-
inarlo de la accio´n (Aµ = ∂µλ ∼ 0) recuperando la accio´n autodual usual (la ecuacio´n
3.14b permitira´, ahora identificar aµ con Bµ). Nos interesa ver cual es el modelo asociado
con so´lo el campo Bµ. Llamemos
A˜µ ≡ aµ + Aµ +Bµ, (3.16)
la ecuacio´n (3.14b) dice que
εµνλ∂νA˜λ = 0, (3.17)
y escogemos el calibre
∂µA˜
µ = 0. (3.18)
De (3.17) tenemos que A˜µ = 0, as´ı
Bµ = −(aµ + Aµ). (3.19)
Sustituyendo (3.17) y (3.19) en (3.13) llegamos a
S˜SD
∣∣∣
A˜µ=0
= −m
2
∫
d3x(−εµνλBµ∂νBλ +maµaµ − 2Bµεµνλ∂νaλ), (3.20)
ahora el papel de aµ es como un campo auxiliar. El modelo resultante resulta ser una
versio´n a primer orden de la teor´ıe TM. De hecho, las ecuaciones de movimiento de aµ
son
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−m2aµ +mεµνλ∂νBλ = 0
o´
aµ =
1
m
εµνλ∂νBλ, (3.21)
que al sustituir en (3.20) nos llevan al modelo TM en funcio´n de Bµ
(
S˜SD
∣∣∣
A˜µ=0
)∣∣∣
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≡ STM
=
∫
d3x(−1
4
Fµν(B)F
µν(B) +
m
2
εµνλBµ∂νBλ), (3.22)
Los ca´lculos ”on shell” hechos hasta ahora pueden hacerse desde el punto de vista
de la integracio´n funcional y nos permitira´n obtener una relacio´n entre las funciones de
particio´n de los modelos SD y TM. Notemos que (3.13) puede escribirse como:
S˜SD = −m
2
∫
d3x[εµνλaµ∂νaλ +maµa
µ +
+(2aµ + 2Bµ + Aµ)ε
µνλ∂νAλ], (3.23)
= −m
2
∫
d3x[−εµνλBµ∂νBλ +maµaµ − 2Bµεµνλ∂νaλ +
+(aµ +Bµ + Aµ)ε
µνλ∂ν(aµ +Bµ + Aµ)], (3.24)
donde observamos que si hacemos el cambio de variable 2A˜µ − Aµ = B˜µ en (3.23) nos
queda el modelo SD mas un te´rmino BF. La funcio´n de particio´n de este u´ltimo es la del
modelo Cheen-Simons (CS) puro al cuadrado [18]. As´ı
ZS˜SD ∝ ZSD · (ZCS)2 (3.25)
la parte ZCS tiene cara´cter estrictamente topolo´gico y esta´ relacionado con la torsio´n de
Ray-Singer [18]. Por otro en (3.24) observamos que en la integral funcional es posible
hacer la integracio´n en A˜µ (entendie´ndose que deba hacerse todo el proceso de fijacio´n de
calibre) producie´ndose un factor ZCS y el resto es la accio´n TM . As´ı
ZS˜SD ∝ ZTM · ZCS. (3.26)
Tenemos, entonces, que
ZTM ∝ ZSD · ZCS (3.27)
que es un resultado conocido [19][13][20].
Conclu´ımos que el modelo SD vectorial
3.2 Dualidad entre los modelos SD y TM 19
SSD = −m
2
∫
d3x(εµνλaµ∂νaλ +maµa
µ)
es dual al modelo TM vectorial
STM =
∫
d3x(−1
4
FµνF
µν +
m
2
εµνλaµ∂νaλ)
y sus funciones de particio´n difieren en un factor topolo´gico asociado a la torsio´n de Ray-
Singer cuyo valor es sensible a las propiedades topolo´gicas de la variedad base. Cuando la
topolog´ıa es trivial estos modelos son completamente equivalentes [4] [21] [17] [19] [13] [20].
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Cap´ıtulo 4
Dualidad para teor´ıas de spin 2
En este cap´ıtulo se presenta el resultado crucial de este trabajo, donde se generaliza la
dualidad existente entre los modelos de spin 1 a los de spin 2, reafirmando el hecho ya
conocido de que los feno´menos que pueden predecirse para las teor´ıas vectoriales tienen
su ana´logo en los modelos con spin 2 [17].
Veremos que los modelos asociados a la condic´ıo´n de Pauli-Lubanski en este caso
resultan ser tres: el modelo autodual de spin 2 (SD) [5], el modelo intermedio (TI) [5] y el
modelo topolo´gico masivo linealizado [2]. Luego pasaremos a la generalizacio´n del me´todo
usado en la referencia [13] a estos modelos. La notacio´n que utilizamos esta´ expuesta en
el Ape´ndice.
4.1 Las acciones involucradas y su relacio´n con la
condicio´n de Pauli-Lubanski
En la discusio´n que dimos relativa a las realizaciones del a´lgebra de Poincare´ con s = 2
el objeto considerado fue´ un tensor de segundo orden, sime´trico, transverso y sin traza
hTtµν = h
Tt
νµ, ∂
µhTtµν = 0, h
µTt
µ = 0, (4.1)
y la parte asociada al spin del momento angular, la realizamos con el operador (ver (2.34))
(Jµ2)αβ
γσ
=
i
2
(δγαε
σµ
β + δ
σ
αε
αµ
β + δ
γ
βε
σµ
α + δ
σ
βε
γµ
α). (4.2)
As´ı, la condicio´n de Pauli-Lubanski queda como
1
2
[(JµPµ)± 2mI]αβγσhTtασ = 0. (4.3)
E´ste objeto sime´trico, transverso y sin traza, tiene dos componentes independientes. Sin
embargo en (4.3) puede verse que so´lo uno de ellos se propaga. De hecho en este objeto
podemos distinguir las partes h
(+)Tt
αβ y h
(−)Tt
αβ [5][17]
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h
(±)Tt
αβ =
1
2
[hTtαβ ±
1
2
(ξα
γδσβ + ξβ
γδσα)h
Tt
γσ], (4.4)
con ξα
γ = εα
µγρµ, y ρµ =
∂µ
✷
1
2
. Realizando al operador Pµ como i∂µ,(4.4) se escribe como
h±Ttαβ =
1
2
[Iαβ
γσ ∓ 1
2✷1/2
(PµJ
µ)αβ
γσ]hTtασ. (4.5)
As´ı
hTtαβ = h
+Tt
αβ + h
−Tt
αβ (4.6)
[PµJ
µhTt]αβ = 2✷
1/2(h−Ttαβ − h+Ttαβ ) (4.7)
Vamos, entonces a (4.3) con (4.6) y (4.7), obteniendo
− (✷1/2 ∓m)h+Ttµν − (✷1/2 ±m)h−Ttµν = 0. (4.8)
Vemos de esta forma que en la capa de masa (✷1/2 ∼ |m|) una de las dos componentes
irreducibles tiene propagacio´n dependiendo del signo de m.
Volviendo a la ecuacio´n (4.3), en componentes queda como
∓ εαµγ∂µhTtγβ +mhTtαβ = 0. (4.9)
Teniendo en cuenta la expresio´n de la conexio´n de spin de torsio´n nula cuando hµν =
hTtµν (ver el Ape´ndice)
ωµν(h
Tt) = εµ
σλ∂σh
Tt
λν , (4.10)
as´ı (4.9) puede escribirse como
hTtαβ = ±
1
m
ωαβ(h
Tt), (4.11)
que es como una “condicio´n de autodualidad” en hTtαβ y la conexio´n ωαβ que generaliza la
que aparece en el caso vectorial.
La accio´n que nos lleva a la ecuacio´n (4.9) luego de eliminar los grados de libertad
espu´rios es la accio´n autodual (SD) [5][6]
S±SD = −
ms
4
∫
d3x [hµρε
µνλ∂νhλ
ρ +
ms
2
(hµνh
νµ − hµµhνν)], (a)
= −ms
4
∫
d3xhµ
a[εµνληab∂ν +
ms
2
εabcε
µλρδcρ]hλ
b, (b) (4.12)
≡ m
2
∫
d3xhµ
aK±
µ
a
λ
bhλ
b, (c)
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con s = ±2. En (4.12b) se expresa la accio´n autodual de esa forma para recordar que
estamos pensando a hµ
a como la linealizacio´n de la tr´ıada, igualmente queda claro cual
es el operador de evolucio´n de la accio´n autodual
K±
µ
a
λ
b = −
s
2
(εµνληab∂ν +
ms
2
εabcε
µλρδcρ). (4.13)
El campo hµν en (4.12) no tiene simetr´ıas. Uno podr´ıa pensar que, dado que la ecuacio´n
(4.9) so´lo involucra la parte sime´trica, que la parte antisime´trica de hµν tiene poco que
ver, lo cual no es cierto. Para ver esto hagamos la descomposicio´n
hµν = Hµν + εµνλV
λ con Hµν = Hνµ
S±SD =
m
2
∫
d3x [∓Hµρεµνλ∂νHρλ −m(HµνHµν −HνµHνν ) +
±2V µ(∂ρHρµ − ∂µHρρ )± εµνλVµ∂νVλ − 2mVµV µ], (4.14)
donde observamos que la parte antisime´trica aparece en su parte cuadra´tica como una
exitacio´n autodual de masa 2|m| y que adema´s interactu´a con la parte de spin 1 del
Hµν(∼ ∂µHµν) la cual se propagar´ıa con masa 2|m| si no estuviera Vµ. El campo Vµ
aparece entonces como un campo auxiliar cuya funcio´n es cancelar la propagacio´n de
la parte de spin 1 de Hµν . Las partes de spin 0 tampoco tienen propagacio´n alguna
deja´ndonos solo con la parte hTtµν de hµν .
Se puede realizar el ana´lisis cano´nico de la teor´ıa SD corrobora´ndose que hay un
so´lo grado de libertad y de que el hamiltoniano asociado es definido positivo [5][17][22],
independiente del signo ± que solo tiene que ver con el spin de la excitacio´n. E´ste ana´lisis
se hace por la v´ıa de la accio´n reducida y adema´s permite verificar que la teor´ıa es
covariante on shell y que el spin es s = 2 m
|m|
= ±2 [22].
Tanto la condicio´n de Pauli-Lubanski (4.3) como su expresio´n (4.9), nos sugieren que
podr´ıamos pensar en su ecuacio´n de movimiento sobre los grados f´ısicos en funcio´n de un
tensor que sea 2-covariante, sime´trico, transverso y sin traza. En este punto traemos a
colacio´n el hecho que para la conexio´n de spin lienalizada y el tensor de Einstein linealizado
sucede que (ver el Ape´ndice)
ωµν(h
Tt) = εσλµ ∂σH
Tt
λν
= W Ttµν , (4.15)
Gµν(h
Tt) = −✷HTtµν
= GTtµν . (4.16)
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Tendremos, entonces, dos ecuaciones mas asociadas a teor´ıas de spin 2.
[JµPµ ± 2mI]αβγσW Ttγσ (hTt) = 0, (a)
[JµPµ ± 2mI]αβγσGTtγσ(hTt) = 0 (b). (4.17)
En el primer caso las ecuaciones de segundo orden corresponden a la teor´ıa intermedia
(TI) [5] y en el segundo caso el sistema de ecuaciones de tercer orden corresponden a
la teor´ıa topolo´gica masiva (TM) linealizada [2]. Ambos modelos se pueden estudiar de
forma cano´nica y se prueba que describen un so´lo grado de libertad y que el spin es
s = 2 m
|m|
[5] [2] [17] [8].
Recordando la forma en que se escribe la accio´n SD y la forma de la conexio´n de
torsio´n nula (ver el Ape´ndice)
ωaµ(h) = W
a
µ (h)
=
1
2
δaλε
λνγ[∂ν(hµγ + hγµ)− ∂µhνγ] (4.18)
estas acciones (de la TI y la TM) se pueden escribir como
S±int = ±
m
2
∫
d3xhµ
aK±
µ
a
λ
b
1
m
Wλ
b(h) (a)
= SE ± m
2
∫
d3xhµ
aεµνλ∂νhλa (b) (4.19)
S±TM =
m
2
∫
d3x
1
m
Wµ
a(h)K±
µ
a
λ
b
1
m
Wλ
b(h), (a)
= −SE ∓ m
2
∫
d3x
1
2m
Wµ
a(h)εµνλ∂νWλ
b(η)ηab. (b) (4.20)
El u´ltimo te´rmino en (4.20b) se desarrolla como
1
2
∫
d3x Wµ
a(h)εµνλ∂νWλa(h) =
1
2
∫
d3xW aµ (h)G
µν(h)ηνa,
= −1
2
∫
d3x hµ
aCµν(h)ηνa,
≡ Sc, (4.21)
donde Cµν(h) es el tensor de Cotton linealizado.
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La accio´n de Einstein en (4.19) y (4.20) se escribe en cualquiera de las formas
SE = −1
2
∫
d3xhµ
aGµν(h)ηνa, (a)
=
1
2
∫
d3xhµ
aηabε
µνλ∂νWλ
b(h), (b) (4.22)
=
1
2
∫
d3x εabcε
µνλδcλWµ
b(h)Wλ
c(h). (c)
Para resumir lo obtenido hasta ahora con las acciones de spin 2 involucradas y que
realizan la condicio´n de Pauli-Lubanski definimos:
STCS =
1
2
∫
d3xhµ
aεµνλ∂νhλ
bηab (a)
SFP = −1
2
∫
d3x εabcε
µνλhµ
ahν
bδcλ (b) (4.23)
cuyos nombres vienen del te´rmino tria´dico de Chern-Simons (o tambie´n llamado te´rmino
traslacional de Chern-Simons) [23] y del te´rmino tipo Fierz-Pauli, respectivamente. Con
estas definiciones tenemos que las acciones de spin 2 masivo a considerar se escriben como
S±SD = ∓mSTCS +m2SFP , (a)
S±int = ±mSTCS + SE , (b) (4.24)
S±TM = ∓
1
m
SC − SE , (c)
donde el signo ± no influye en la positividad de la energ´ıa, pero si en el spin. El signo fijo
que aparece en cada accio´n si tiene que ser asi para que la energ´ıa sea definida positiva.
Es notorio que en la accio´n STM el signo del te´rmino de Einstein es opuesto al usual.
La accio´n S±int que realiza la condicio´n (4.17a) es invariante, salvo un te´rmino de
borde, bajo transformaciones de difeomorfismos linealizadas, que sera´ una invariancia de
calibre de la teor´ıa. Ana´logamente la ecuaciones de movimiento de (4.17c) adema´s de
ser invariante bajo difeomorfismos, tambie´n lo son bajo transformaciones de Lorentz, as´ı
que STM tiene estas dos invariancias de calibre. De hecho la accio´n STM so´lo depende
de la parte sime´trica de hµν . Veremos que en el proceso de dualidad lo que haremos es
ir agregando invariancias de calibre y aumentando el espacio de soluciones incorporando
soluciones no triviales de ωµν(h) = 0 (en el caso de la TI) y de Gµν(h) = 0 (en el caso de
la teor´ıa TM). En sentido contrario uno podr´ıa ir fijando calibre y pasar de la teor´ıa TM
a la TI y de ah´ı a la teor´ıa SD. Esto fue´ realizado hace un tiempo en [8].
Una propiedad que comparten todas estas acciones es que la presencia de los te´rminos
con la densidad de Levy-Civita son sensibles a las transformaciones discretas P y T. De
26 Dualidad para teor´ıas de spin 2
hecho al hacer alguna de estas transformaciones pasamos a una teor´ıa del mismo tipo pero
que describe el spin opuesto. Cabe aca preguntar si es posible, en analog´ıa con el caso
vectorial, construir una teor´ıa que describa excitaciones de spin 2 y que sea invariante
bajo P y T. La respuesta es que si y para verlo tomemos el modelo de Einstein masivo
descrito por
S = SE +m
2SFP , (4.25)
el cual a primer orden se escribe como
S =
1
2
∫
d3x [2haµε
µνλ∂νwλ
bηab − εabcεµλρδcρ(m2hµahλb + wµawλb)], (4.26)
donde queda claro que el campo w aparece de forma auxiliar como un pseudo tensor de
segundo orden para garantizar la invariancia bajo las transformaciones impropias P y T.
Al hacer variaciones respecto a e´l obtendremos que es la conexio´n de spin de torsio´n nula
linealizada, que al sustituirla nos lleva a la accio´n original de segundo orden. Si hacemos,
en analog´ıa con el caso vectorial, el cambio
hµ
a =
1√
2
(h1µ
a + h2µ
b), (a)
wµ
a =
m√
2
(h1µ
a − h2µb), (b) (4.27)
y sustituimos en (4.26) la accio´n se desacopla en dos modelos autoduales con igual masa
(m) y spines opuestos
S −→ S−SD[h1] + S+SD[h2]. (4.28)
Ahora, si al hacer una de estas transformaciones discretas inclu´ımos el cambio entre los
campos h1µ
a y h2µ
a e´sta permanece invariante.
4.2 Dualidad SSD −→ Sint
En esta seccio´n generalizaremos el procedimiento llevado a cabo con los modelos vectori-
ales [13][24]. Partimos de la accio´n (4.24)
SSD = −ms
4
∫
d3x (haµε
µνλ∂νhλa +
ms
2
εabcε
µνλhaµh
b
νδ
c
λ). (4.29)
La funcio´n de particio´n de esta accio´n es
ZSD(0) = N
∫
Dhµνe
−SSD . (4.30)
El primer te´rmino en (4.29) es invariante, salvo un te´rmino de borde, bajo la suma a
haµ de ∂µb
a. As´ı le sumamos el campo auxiliar Hµa
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− ms
4
∫
d3x (haµ +H
a
µ)ε
µνλ∂ν(hλa +Hλa), (4.31)
e imponemos la condicio´n
εµνλ∂νHλa = 0, (4.32)
que nos permite realizar la transformacio´n de dualidad. De hecho (4.32) es equivalente
a tomar Wµ
a(H) = 0. Viendo la forma de Wµ
a(H) obtendremos que (4.32) obliga a
que localmente Hλa = ∂λba, que es calibrable v´ıa transformaciones de difeomorfismos.
Tenemos que la solucio´n de (4.32) es puro calibre y se recupera SSD (4.24). En general
para incluir soluciones generales de W aµ (H) = 0, se forza (4.32) con un multiplicador de
Lagrange. La accio´n a considerar es entonces
S˜SD = −ms
4
∫
d3x [(haµ +H
a
µ)ε
µνλ∂ν(hλa +Hλa) +
+
ms
2
εabcε
µνλhaµh
b
νδ
c
λ − 2Bµaεµνλ∂νHaλa], (4.33)
si en el u´ltimo te´rmino hacemos el cambio
Bµa −→ λµa − 1
2
ηµaλ
µ
µ, (4.34)
e´ste toma la forma λµaW
µa(H). En la integral funcional e´ste te´rmino promueve una
δ(Wµ
a(H)) posiblemente debiendo tener en cuenta algunas sutilezas de caracter topolo´gico [25]
que no pretendemos abordar en este trabajo. Podremos as´ı recuperar SAD a nivel de la
accio´n o de su integral funcional. El proceso de dualidad que desarrollaremos lo que pre-
tende es ver cual es la accio´n que resulta luego de eliminar los campos y dejar la accio´n
que resulte para el multiplicador Bµa. La accio´n que quede sera´ la del modelo dual.
Veamos el proceso a nivel de la accio´n. Las ecuaciones de movimiento (4.33) son:
δS˜
δhµa
= 0 =⇒ −εµνλ∂ν(hλa +Hλa)− ms
2
εabcε
µνλhν
bδcλ = 0, (a)
δS˜
δHµa
= 0 =⇒ −εµνλ∂ν(hλa +Hλa −Bλa) = 0 (b),
δS˜
δBµa
= 0 εµνλ∂νHλ
a = 0. (c) (4.35)
Las ecuaciones de movimiento son invariantes bajo las transformaciones de calibre
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δHaλ = ∂λζ
a(a),
δBaλ = ∂λζ˜
a.(b) (4.36)
La ecuacio´n (4.35c) puede resolverse localmente permitiendo calibrar Haλ y al ir a
(4.33) recuperamos (4.24). Para que emerja la teor´ıa dual observamos que de (4.35b)
Hλ
a = Bλ
a − hλa + lλa (a),
con εµνλ∂νlλ
a = 0, (b) (4.37)
que sustituimos en (4.33)
˜˜
SSD = S˜SD
∣∣∣
(37)
= −ms
4
∫
d3x [Bµ
aεµνλ∂νBλa +
ms
2
εabcε
µνλhµ
ahν
bδcλ +
−2Bµaεµνλ∂ν(Bλa − hλa)],
= −ms
4
∫
d3x[−Bµaεµνλ∂νBλa + ms
2
εabcε
µνλhµ
ahν
bδcλ +
+2Bµ
aεµνλ∂νhλa]. (4.38)
Que corresponde a una versio´n a primer orden de Sint. De hecho, si en
˜˜
SSD hacemos
variaciones respecto a hµa
δ
˜˜
SSD
δhµa
= 0 =⇒ εµνλ∂νBλa = −ms
2
εbc
aεµνλhν
bδcλ (4.39)
y as´ı (ver el Ape´ndice)
hµ
a = − 2
ms
Wµ
aλ
bBλ
b
= − 2
ms
Wµ
a(B) (4.40)
que nos permite eliminar a hµ
a, queda´ndonos el modelo dual
SdualSD = −
ms
4
∫
d3x[−Bµaεµνλ∂νBλa − 2
ms
εabcε
µνλWµ
a(B)Wν
b(B)δcλ +
+
4
ms
Bµ
aεµνλ∂νWλ
a(B)],
=
ms
4
∫
d3xBµ
aεµνλ∂νBλa + SE(B), (a)
= Sint(B) (b) (4.41)
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Es importante notar que en el modelo dual el te´rmino TCS aparece con un signo
opuesto al que tiene originalmente en la teor´ıa SD de partida. Este cambio no esta´
asociado a un cambio de spin, e´se es el signo que debe tener para que describa el mismo
spin que el modelo de partida. Notemos que en el ca´lculo se mantuvo el valor de s sin
especificar para que sirva a ambos casos (s = ±2).
Para conectar las funciones de particio´n notamos que en (4.38) podemos “completar
cuadrados”
−Bµaεµνλ∂νBλa + 2Bµaεµνλ∂νhλa = −(Bµa − hµa)εµνλ∂ν(Bλa − hλa) +
+hµ
aεµνλ∂νhλa (4.42)
as´ı
˜˜
SSD = S
+
SD(h) + STCS(B − h) (4.43)
y entonces
Z˜˜
SSD
∝ ZSSDZSTCS (4.44)
∝ ZSint (4.45)
Haciendo un procedimiento ana´logo en S˜SD obtendremos
S˜SD = S˜SD(h)− ms
2
STCS(H + h− B), (4.46)
de donde entendemos que al sustituir (4.37a) el proceso correspondiente en la integral
funcional equivale a hacer la integral de H˜µa = Hµa + hµa −Bµa, incluyendo los te´rminos
de fijacio´n de calibre, produciendo un factor ZSTCS .
Observamos en (4.44) que las funciones de particio´n del modelo dual (Sint) y el modelo
SD diferiran en un factor asociado a la funcio´n de particio´n del modelo TCS, el cual esta´
asociado a soluciones de ωµ
a(h) = 0. El significado topolo´gico o no trivial que pueda tener
este factor merece ser estudiado. E´ste podr´ıa cobrar valor si consideramos variedades con
topolog´ıa no trivial1.
El procedimiento que seguimos incorporo´ la invariancia de calibre bajo difeomorfismos
y ya es conocido que Sint y SSD se conectan fijando el calibre en el primero [8]. Esta
situacio´n es ana´loga al caso vectorial. Pasamos ahora a la dualidad entre el TI y la TM
donde incorporaremos la invariancia que falta: la invariancia bajo transformaciones de
Lorentz linealizadas.
1La dualidad vista desde el punto de vista de las funciones de particio´n ha sido considerada reciente-
mente de forma mas completa e independiente en[26]
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4.3 Dualidad Sint −→ STM
Partimos, ahora, de la accio´n intermedia con el te´rmino de Einstein escrito a segundo
orden orden
Sint =
1
2
∫
d3x [hµ
aεµνλ∂νωλa(h) +
ms
2
hµ
aεµνλ∂νhλa]. (4.47)
Esta accio´n es invariante, salvo un te´rmino de borde, bajo
δhaµ = ∂µζ
a (4.48)
que corresponde a la invariancia bajo difeomorfismos linealizada. Podemos observar
tambie´n que la parte que corresponde al te´rmino de Einstein es invariante, salvo un
te´rmino de borde, bajo la transformaciones de Lorentz linealizadas
δhµ
a = εµ
aσlσ, δωµ
a(h) = −∂µla. (4.49)
E´sta invariancia no la tiene el te´rmino TCS. Para promoverla modificamos el te´rmino en
forma ana´loga a antes
− ms
4
∫
d3x (haµ +H
a
µ)ε
µνλ∂ν(hλa +Hλa), (4.50)
e imponemos, ahora, la condicio´n
εµνλ∂νWλa(H) = −Gµa = 0, (4.51)
con Wλa(H) = (ηµaηλb − 12ηλaηµb)εµρσ∂ρHσb, que corresponde a la conexio´n de spin lin-
ealizada de torsio´n nula. Localmente la solucio´n de (4.51) es “puro calibre” y permite
recuperar el te´rmino TCS y as´ı la accio´n intermedia. Globalmente e´ste no sera´ el caso.
Empezamos as´ı con la accio´n
S˜int =
1
2
∫
d3x [hµ
aεµνλ∂νωλa(h) +
ms
2
(hµ
a +Hµ
a)εµνλ∂ν(hλa +Hλa)
+2Bµ
aεµνλ∂νWλa(H)], (4.52)
donde hemos introducido a un multiplicador Bµ
a que forza la condicio´n (4.51).
Las ecuaciones de movimiento de (4.52) son
δS˜
δhµa
= 0 =⇒ εµνλ∂ν [ωλa(h) + ms
2
(hλ
a +Hλ
a)] = 0, (a)
δS˜
δHµa
= 0 =⇒ εµνλ∂ν [Wλa(B) + ms
2
(hλ
a +Hλ
a)] = 0. (b)
δS˜
δBµa
= 0 =⇒ εµνλ∂νWλa(H) = 0, (c) (4.53)
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E´stas son invariantes bajo las transformaciones de calibre
δhaλ = ∂λξ
a
1 , δH
a
λ = ∂λξ
a
2 , B
a
λ = ∂λξ
a
3 ,
δhaλ = ελ
ablb, δH
a
λ = −ελablb, Baλ = ελab l˜b (4.54)
donde observamos que ha sido promovida la invariancia bajo transformaciones de Lorentz
ausente en (4.47). La invariancia de calibre asociada a Haλ y la resolucin´ local de (4.53c)
permiten recuperar la accio´n intermedia. Para obtener el modelo dual primero notamos
que podemos tomar
Hλ
a = −hλa − 2
ms
Wλ
a(B) + lλ
a (a),
con εµνλ∂νlλ
a = 0, (b) (4.55)
que sustituimos en (4.52), lleva´ndonos a
˜˜
Sint =
1
2
∫
d3x [hµ
aεµνλ∂ν(ωλa(h)− 2Wλa(B))− 2
ms
Wµ
a(B)εµνλ∂νWλa(B)]. (4.56)
Ahora hacemos variaciones independientes en (4.56) respecto a hµa y obtenemos
εµνλ∂νWλ
a(h− B) = 0. (4.57)
Usamos la invariancia de calibre Lorentz y de difeomorfismos para fijar hµ
a = Bµ
a y
finalmente sustituyendo esta fijacio´n en (4.56) obtendremos
Sdualint =
˜˜
Sint
∣∣∣
(3.57)
= −1
2
∫
d3x [εµνλBµ
a∂νWλa(B) +
2
ms
Wµ
a(B)εµνλ∂νWλa(B)],
(4.58)
= STM(B).
Notamos que el primer te´rmino en (4.58) corresponde a la accio´n de Einstein con el signo
opuesto al usual, tal como debe suceder en la accio´n topo0lo´gica masiva.
En el proceso cuando pasamos de S˜int a
˜˜
Sint agotamos la libertad de calibre asociada
a Hµa en el modelo original. En el pasaje a STM agotamos la asociada a hµa, deja´ndonos
finalmente con la invariancia bajo transformaciones de Lorentz y de difeomorfismos lin-
ealizados en Bµa. De hecho puede verse que su parte antisime´trica no aparece en (4.58).
Para ver la relacio´n entre las funciones de particio´n observemos que
˜˜
Sint puede es-
cribirse como˜˜
Sint =
1
2
∫
d3x (hµ
a − Bµa)εµνλ∂νωλa(h−B) +
−1
2
∫
d3x [εµνλBµ
a∂νWλa(B) +
2
ms
Wµ
a(B)εµνλ∂νWλa(B)]. (4.59)
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La primera integral en (4.59) corresponde a SE en el campo hµ
a−Bµa, la segunda integral
es presisamente STM . As´ı podemos hacer la integral funcional en h˜µa ≡ hµa − Bµa,
introduciendo los te´rminos de fijacio´n de calibre que correspondan y quedar´ıa la integral
de la TM . As´ı
Z˜˜
Sint
∝ ZSTMZSE . (4.60)
El factor que tiene que ver con la accio´n de Einstein esta´ en correspondencia con la fijacio´n
de calibre que se tuvo que hacer para llegar a la accio´n STM(B). En otra direccio´n S˜int
puede reescribirse como
S˜int =
1
2
∫
d3x [(hµ
a +Hµ
a)εµνλ∂νωλa(h+H) +
ms
2
(hµ
a +Hµ
a)εµνλ∂ν(hλa +Hλa)
+(2Bµ
a − 2hµa −Hµaεµνλ∂νWλa(H)], (4.61)
donde vemos como que se han ”aislado´´ los te´rminos que tienen que ver con la accio´n de
la TI expresados en funcio´n del campo h˜µa ≡ hµa+Hµa. Al plantear la integral funcional
redefinimos adema´s B˜µa ≡ 2Bµa − 2hµa − Hµa. La integral funcional sera´ la de la accin´
intermedia por un factor que, al igual que en el caso de la accio´n BF del caso vectorial,
debe ser proporcional al cuadrado de la funcio´n de particio´n de la accio´n de Einstein. As´ı
ZS˜int ∝ ZSint(ZSE)2. (4.62)
Teniendo en cuenta (4.60) y (4.62) conclu´ımos que
ZS˜TM ∝ ZSintZSE , (4.63)
que relaciona las funciones de particio´n de las acciones Sint y STM .
4.4 Conclusio´n
Hemos visto que hay tres modelos asociados a la condicio´n de Pauli-Lubanski con s = ±2.
Uno es el modelo autodual (SD)
S±SD = −
ms
4
∫
d3xhµ
a[εµνληab∂ν +
ms
2
εabcε
µλρδcρ]hλ
b, (4.64)
el cual no tiene invariancias de calibre. Le sigue el modelo intermedio (TI)
Sint =
1
2
∫
d3x [hµ
aεµνλ∂νωλa(h) +
ms
2
hµ
aεµνλ∂νhλa], (4.65)
el cual es invariante, salvo un te´rmino de borde, bajo las transformaciones de difeomor-
fismos linealizadas
δhaµ = ∂µζ
a. (4.66)
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Finalmente esta´ el modelo topolo´gico masivo (TM)
STM = −1
2
∫
d3x [εµνλhµ
a∂νωλa(h) +
2
ms
ωµ
a(h)εµνλ∂νωλa(h)], (4.67)
el cual tambie´n es invariante bajo difiemorfismos y expl´ıcitamente invarianle bajo trans-
formaciones de Lorentz δhµa = εµa
blb, dado que la parte antisime´trica de hµa no aparece
en la accio´n.
Vimos que se puede pasar por una transformacio´n de dualidad del modelo SD al
TI incorporando adema´s la invariancia bajo difeomorfismos. De forma ana´loga se pasa
del model TI al TM por una transformacio´n de dualn˜idad, y se incorpora tambie´n la
invariancia Lorentz faltante. Los espacios de soluciones de los modelos SD y TI didieren
en las soluciones no triviales de ωµa(h) = 0. Estas soluciones corresponden al modelo
TCS libre. En el caso de los modelos TI y TM los espacios de soluciones difieren en las
soluciones no triviales de Gµa(h) = 0, las cuales estan asociadas al modelo no dina´mico
de Einstein libre.
A nivel de las funciones de particio´n observamos que estas difieren en factores que
estan relacionadas con las funciones de particio´n de los modelos TCS y de Einstein. En
particular obtuvimos que
ZSint ∝ ZSSDZSTCS , (4.68)
ZSTM ∝ ZSintZSE . (4.69)
Notamos que el factor en que difieren las acciones esta´ relacionado con la parte del espacio
de soluciones en que difieren.
Los ca´culos aca presentados en relacio´n con las funciones de particio´n se ha hecho de
forma heur´ıstica y merecen ser estudiados de forma rigurosa. En varidades de topolog´ıa
trivial los modelos SD, TI y TM son completamente equivalentes y sus funciones de
particio´n seran iguales.
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Cap´ıtulo 5
Conclusiones
Siguiendo lineamientos convencionales se obtienen las ecuaciones que deben cumplir los
campos que realicen el a´lgebra del grupo de Poincare´ en dimensio´n 2+1 con spin (o
helicidad) entero (no nulo) y masa m. Se muestra como para el caso de s = 1 las
realizaciones corresponden al modelo masivo autodual y el topolo´gico masivo. Igualmente
se muestra que para s = 2 las realizaciones corresponden a los modelos: masivo autodual
de spin 2, intermedio y topolo´gico masivo linealizado.
Para s = 1 se revisa que los modelos estan conectados por ua transformacio´n de
dualidad la cual incorpora la invariancia de calibre no presente en el modelo autodual. Se
discute tambie´n la realcio´n entre las funciones de particio´n las cuales difieren en un factor
relacionado con la torsio´n de Ray-Singer de la variedad base.
Para s = 2 se muestra que por la v´ıa de transformaciones de dualidad es posible
pasar del modelo autodual al intermedio, y a partir de e´ste u´ltimo al topolo´gico masivo
linealizado. En el primer paso se incorpora la invariancia bajo difeomorfismos linealizada
ausente en el modelo autodual. En el segundo paso se incorpora la invariancia bajo
transformaciones de Lorentz linealizada no presente en el modelo intermedio. Para estos
modelos se encuentra que las funciones de particio´n difieren en factores asociados a teor´ıas
que describen las soluciones no triviales de ωµ
a(h) = 0 (en el caso de los modelos autodual e
intermedio) o a soluciones no triviales de Gµ
a(h) = 0 (en el caso de los modelos intermedio
y topolo´gico masivo linealizado). Cuando miramos los espacionos de soluciones de cada
par de modelos (autodual-intermedio o intermedio-topolo´gico masivo) estos difieren en
las soluciones no triviales antes sen˜aladas. Estos factores que diferencian las funciones
de particio´n cobran importancia a la hora de considerar las teor´ıas acopladas con fuentes
externas. Valdr´ıa la pena abordar el significado topolo´gico que podr´ıan tener.
27-12-2009: Recientemente se han publicado resultados, independientes, concernientes
a la dualidad entre las teor´ıas autodual, intermedia y topolo´gica masiva desde un enfoque
mas completo de la funcio´n de particio´n[26].
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Ape´ndice A
Convenciones para gravedad curva y
linealizada
A.1 Transformaciones bajo difeomorfismos
Las transformaciones generales de coordenadas
xµ −→ x′µ = xµ − ζµ(x), (A.1)
inducen en un tensor p covariante, q contravariante, el cambio
δT
µ1−µq
ν1−νp = ζ
ρ∂ρT
µ1−µq
ν1−νp + ∂ν1ζ
ρT
µ1−µq
ρν2−νp + (A.2)
+∂ν2ζ
ρT
µ1−µq
ν1ρν3−νp + · · ·
−∂ρζµ1T ρµ2−µqν1−νp − ∂ρζµ2T µ1ρ−µqν1−νp − · · · ,
A.2 Derivadas covariantes, conexiones, tensores de
Riemman, Ricci, Einstein, Cotton, Torsio´n
Las derivadas covariantes mantienen el caracter del objeto sobre el cual actu´an. Sobre
vectores covariantes y contravariantes actu´an como
DµUν = ∂µUν − ΓλµνUλ, (a)
DµV
ν = ∂µV
ν + ΓνµλV
λ. (b) (A.3)
Sobre un tensor 2 covariante actu´a as´ı
DµAνλ = ∂µAνλ − ΓρµνAρλ − ΓρµλAνρ. (A.4)
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La generalizacio´n es inmediata para un tensor mixto.
La conexio´n Γλµν no es un buen tensor bajo difeomorfismos, sin embargo la torsio´n si
lo es
T λµν = Γ
λ
µν − Γλνµ. (A.5)
El tensor de Riemman se define por el conmutador de las derivadas covariantes
[Dµ,Dν]V
λ = Rµνσ
λV σ − T σµνDσV λ, (A.6)
donde
Rµνσ
λ = ∂µΓ
λ
νσ + Γ
λ
µρΓ
ρ
νσ − ∂νΓλµσ + ΓλνρΓρµσ. (A.7)
Cuando la torsio´n es cero (se dice que el espacio es de Riemman) se obtiene que
Γλµν =
1
2
gλσ(∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν). (A.8)
Las identidades de Jacobi para los conmutadores nos llevan a las identidades
DρRµνσ
λ + T γµνRγρσ
λ + (permutaciones c´ıclicas en ρµν) = 0. (a)
Rµνρ
λ −DρT γµν − T σµνT λσρ + (permutaciones c´ıclicas en ρµν) = 0. (b) (A.9)
El tensor de Ricci se define por la contraccio´n
Rµν = Rλµν
λ = Rνµ, (A.10)
y el escalar de curvatura se define haciendo otra contraccio´n
R = Rµµ. (A.11)
Con Rµν y R se define el tensor de Einstein
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, (A.12)
el cual cumple, en virtud de (A.9)
DµG
µ
ν = 0 (A.13)
En d = 2+ 1 sucede que los tensores de Einstein y Riemman tienen el mismo nu´mero
de componentes independientes. As´ı que uno puede expresarse en funcio´n del otro
Rµνλ
σ = −εµνρεσγλGρλ (A.14)
y no se tiene tensor de Weyl. En su lugar se usa el tensor de Cotton
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Cµν =
1√−g ε
µρλ
DρR˜
ν
λ (A.15)
con
R˜νµ = G
ν
µ −
1
2
gνµG, (a)
= Rνµ −
1
4
gνµR. (b) (A.16)
A.3 El lenguaje de las tr´ıadas y los objetos asociados
Al remitirnos al espacio tangente se introducen los vielbeins ea las cuales tiene compo-
nentes eµ
a. Sus duales tienen componentes eµa. As´ı
eµ
aeµb = δ
a
b . (A.17)
Nos referimos a ı´ndices de universo con letras griegas y a los del espacio tangente con
las primeras letras del alfabeto.
En el espacio tangente las transformaciones que preservan el producto UaV
a son:
δV a = V bXb
a ; δUa = −XabUb, (A.18)
y se introducen las derivadas covariantes asociadas a estas transformaciones
DµUa = ∂µUa − ωµabUb, (a)
DµV
a = ∂µV
a + V bωµb
a, (b) (A.19)
con ωµa
b, la conexio´n de spin, que transforma como
δωµa
b = −DµXab. (A.20)
Para objetos, mixtos como la tr´ıada, la derivada covariante total es
Dµeν
a = Dµeν
a − Γλµνeλa. (A.21)
As´ı al igual que pedimos que Dµgλρ = 0, si pedimos que Dµeν
a = 0 tendremos que
Dµeν
a = Γλµνeλ
a, (A.22)
de donde se obtiene que
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T λµνeλ
a = (Dµeν
a −Dνeµa),
≡ Tµνa. (A.23)
Nos referiremos indistintamente a Tµν
a como la torsio´n.
En 2 + 1 dimensiones, dado que ωµ
ab = −ωµba, introducimos la conexio´n de spin dual
ωµ
a ≡ 1
2
εabcωµbc. (A.24)
De esto (A.19) se expresa como
DµUa = ∂µUa − εabcωbµUc, (a)
DµV
a = ∂µV
a − εabcωbµV c. (b) (A.25)
El conmutador de derivadas covariantes nos permite introducir al ana´logo del tensor
de curvatura
[Dµ,Dν]V
a = V bRµνb
a, (A.26)
con
Rµνb
a = ∂µωνb
a − ∂νωµba + ωνacωµcb − ωνbcωµca. (A.27)
Resulta que Rµν
ab = −Rµνba y en 2 + 1 introducimos
R∗µν
a =
1
2
εabcRµν
bc,
= ∂µων
a − ∂νωµa − εabcωµbωνb. (A.28)
Tambie´n sucede que R∗µν
a = −R∗νµa, as´ı que podemos introducir su dual
R∗∗µa =
1
2
εµνλR∗νλ
a, (a)
=
1
4
εµνλεabcRνλbc. (b) (A.29)
Resulta que
Rµνλ
σ = Rµνa
beλ
aeσb, (A.30)
R∗∗µa = −eGµνeνa, (A.31)
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con
e = − 1
3!
εabcε
µνλeµ
aeν
beλ
c, (A.32)
el determinante de la tr´ıada. Las identidades de Bianchi que surgen de las identidades de
Jacobi para los conmutadores son
DµR
∗
νλ
a + (permutaciones c´ıclicas en µνλ) = 0,
de donde
DµR
∗∗µa = 0.
En otra direccio´n la ecuacio´n de Tµν
a = 0 permite despejar la conexio´n en funcio´n de
la tr´ıada
eωµ
a = (eµbeρ
a − 1
2
eµ
aeρb)ε
ρνλ∂νeλ
b (A.33)
A.4 Transformaciones de calibre en el lenguaje de las
tr´ıadas
La transformacio´n de la conexio´n de torsio´n nula se relaciona con la de la tr´ıada partiendo
de (A.33)
eδωµ
a = (eµbeρ
a − 1
2
eµ
aeρb)ε
ρνλ
Dνδeλ
b.
Para los distintos tipos de invariancia tendremos
Lorentz:
δeµ
a = −Xabeµb, (a)
≡ εabclbeµc, (b) (A.34)
δωµ
a = −Dµla. (c)
Difeomorfismo:
δeµ
a = ζν∂νeµ
a + (∂µζ
ν)eν
a, (a)
δωµ
a = ζν∂νωµ
a + (∂µζ
ν)ων
a. (b) (A.35)
Estos u´ltimos pueden reescribirse como
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δeµ
a = ζνTµν
a +Dνζ
a − εabclbζeµc, (a)
δωµ
a = −Dνlaζ + ζνR∗µνa. (b) (A.36)
con
ζa = ζνeν
a, (a)
laζ = −ζνωµa. (b) (A.37)
Transformaciones “conformes”:
δeµ
a =
1
2
ρeµ
a (a)
eδωµ
a =
1
2
eλ
aεµ
λσ∂σρ. (b) (A.38)
A.5 Objetos involucrados y definiciones en la formu-
lacio´n linealizada
Linealizamos tomando
eµ
a = δaµ + khµ
a +O(k2), (A.39)
as´ı e = 1 + khµ
aδµa + O(k
2), y observamos en (A.33) que ωµ
a es de orden k. De hecho
obtenemos
ωLµ
a
(h) = (ηµbδ
a
ρ −
1
2
δaµηρb)ε
ρνλ∂νhλ
b, (a)
≡ [Wµa]λbhλb, (b) (A.40)
≡ Wµa(h). (c)
(A.40a) puede escribirse, de forma mas sugestiva como,
ωLµ
a
(h) =
1
2
δaλε
λνγ[∂ν(hµγ + hγµ)− ∂µhνγ], (A.41)
Luego con (A.31) obtendremos
GLµν(h) = −ενρσ∂ρωσc(h)δµc , (a)
= −εµαρενβσ∂α∂βhρσ, (b) (A.42)
= −1
2
εµαρενβσ∂α∂β(hρσ + hσρ), (c)
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de donde vemos que GLµν = GLνµ y que ∂µG
Lµν = 0. De la definicio´n de R˜µν , e´ste
adquiere la forma
R˜Lµν = GLνµ − 1
2
ηµνGL,
= −(δµc δνλ −
1
2
ηµνηλc)ε
λρσ∂ρωσ
c(h), (A.43)
cuya forma recuerda a (A.40a). As´ı podremos reescribirlo como
R˜Lµν = −1
2
ενρσ[∂ρ(ω
µ
σ + ω
µ
σ)− ∂µωρσ]. (A.44)
Por tanto el tensor de Cotton queda como
CLµν = −1
2
εµαρεµβσ∂α∂β(ωρσ(h) + ωσρ(h)). (A.45)
Esta similitud en las expresiones de ωLaµ ,G
Lµν y RLµν en funcio´n de hµ
a y ωµ
a va a ser
importante cuando miremos las realizaciones del a´lgebra de Poincare´.
A.6 Transformaciones a nivel linealizado
Considerando el proceso de linealizacio´n tendremos que para las transformaciones bajo
difeomorfismos infinitesimales
δζhµ
a = ∂µζ
a, (A.46)
y de (A.40) es claro que (asumimos Tµν
a = 0)
δζω
La
µ = 0 (A.47)
Ana´logamente para transformaciones infinitesimales de Lorentz sucede de (A.34) y
(A.40)
δlhµ
a = εabcl
bδcµ,
= −εµcalc, (a) (A.48)
δlω
a
µ = −∂µla (b)
As´ı cuando un objeto, como GLµν , depende de solamente de la parte sime´trica de hµ
a
diremos que es expl´ıcitamente invariante bajo transformaciones de Lorentz. De hecho
GLµν es invarainte bajo los cambios
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δhµν = δµζν − εµνλlλ, (A.49)
el pr´ımer te´rmino es una transformacio´n de difeomorfismo y el segundo una transformacio´n
de Lorentz.
Finalmente para transformaciones conformes tendremos:
δρhµ
a =
1
2
ρδaµ,
δρω
La
µ =
1
2
εµ
νσ∂σρδ
a
ν . (A.50)
Observamos que un objeto que dependa de la parte sime´trica de ωLaµ es expl´ıcitamente
invariante bajo transformaciones conformes, como es el caso del tensor de Cotton lineal-
izado.
A.7 Descomposicio´n en partes irreducibles en la for-
mulacio´n linealizada
Introduciendo los objetos
ρµ =
∂µ
✷1/2
(a)
y P µν = δ
µ
ν − ρµρν (b) (A.51)
Descomponemos al tensor hµν (asociado a la linealizacio´n de la tr´ıada):
hµν = (H
Tt
µν +
1
2
PµνH
T + ρµρνH
L + ρµh
T
ν + ρνh
T
ν ) +
+(εµνλV
Tλ + εµνλρ
λV L), (a) (A.52)
≡ hSµν + hAµν , (b)
donde
hSµν = h
S
νµ, (a)
hAµν = −hAνµ, (b)
HTtµµ = 0 , ∂µH
Ttµ
ν = 0, (c) (A.53)
∂µh
Tµ = 0, (d)
∂µV
Tµ = 0. (e)
(A.54)
A.7 Descomposicio´n en partes irreducibles en la formulacio´n
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Una descompsicio´n ana´loga se puede realizar sobre ωµ
a(= ηaνωµν)
ωµν = (W
Tt
µν +
1
2
PµνW
T + ρµρνW
L + ρµW
T
ν + ρνW
T
µ ) +
+(εµνλa
Tλ + εµνλρ
λaL), (a)
= ωSµν + ω
A
µν . (b)
En funcio´n de las componentes irreducibles de hµν se tiene que
W Ttµν = εµ
σλ∂σH
Tt
λσ, (a)
ωTµ =
1
2
εµ
σλ∂σ(h
T
λ + ε
γθ
λ ργV
T
θ ), (b)
W T = 0, (c) (A.55)
WL = ✷1/2V L, (d)
aTµ = −
1
2
✷
1/2(hTµ + εµ
λσρλV
T
σ ), (e)
aL =
1
2
✷
1/2HT , (f)
Bajo difeomorfismos sucede que HTtµν , H
T y V L son invariantes, as´ı como la combi-
nacio´n BTµ = h
T
µ + εµ
αβραV
T
β . Se ve entonces de la expresio´n (A.55) que δζωµν = 0.
Las transformaciones de Lorentz, como dijimos, so´lo afectan la parte antisime´trica de
hµν (δlV
T
µ = −lTµ , δV L = −lL, si lµ = lTµ + ρµlL).
Para ωµν , las transformaciones de Lorentz solo afectan a W
T
µ , W
L y aTµ
δW Tµ = −
1
2
✷
1/2lTµ , (a)
δWL = −✷1/2lL, (b) (A.56)
δaTµ =
1
2
εµ
αβ∂αl
T
β , (c)
δW Ttµν = δW
T = δaL = 0, (d)
en analog´ıa con las transformaciones bajo difeomorfismos del hµν .
La expresio´n de GLµν en funcio´n de las partes irreducibles de hµν es
GLµν = −✷(HTtµν −
1
2
PµνH
T ), (A.57)
quedando expl´ıcita la invariacia bajo difeomorfismos y transformaciones de Lorentz del
tensor de Einstein linealizado.
Para las transformaciones conformes sucede que
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δHTtµν = δh
T
µ = δh
a
µν = 0 (a)
δHT = ρ ; δHL =
1
2
ρ (b) (A.58)
δaT = −1
2
✷
1/2ρ, (a)
δωSµν = δa
T
µ = 0. (b) (A.59)
El tensor de Cotton puede verse que es expl´ıcitamente invariante bajo difeomorfir-
mos, transformaciones de Lorentz y conformes. Su expresio´n en funcio´n de las partes
irreducibles de hµν es
Cµν = −✷εµαβ∂αHTtνβ . (A.60)
A.8 Tensores relevantes en funcio´n de solamente las
componentes irreducibles de spin 2
En la descomposicio´n del hµν distinguimos las componentes de spin 2 H
Tt
µν ; las de spin 1:
hTµ , V
T
µ ; y las de spin 0: H
T , HL, V L. Una teor´ıa que describa a una part´ıcula con spin 2
masiva debe proporcionar las restricciones dina´micas para que las componentes asociadas
a los spines menores (1 y 0) se anulen. Siendo as´ı el caso se tendra´
hµν = H
Tt
µν , (A.61)
luego de (A.55),(A.57) y (A.60)
ωµν(h
Tt) = W Ttµν (h
Tt), (a)
= εµ
σλ∂σH
Tt
λν , (b) (A.62)
Gµν(h
Tt) = −✷HTtµν , (A.63)
Cµν(h
Tt) = −✷W Tt(hTt), (a)
= −✷εσλµ ∂σHTtλν . (b) (A.64)
Estas u´ltimas relaciones se hacen presentes cuando miramos la realizacio´n de la condicio´n
de Pauli-Lubansky para spin 2 donde, en el caso de la teor´ıa autodual, la variable fun-
damental es hµν , para la teor´ıa intermedia, es ωµν(h), y para la teor´ıa toplolo´gica masiva
linealizada, es Gµν(h).
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